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LO1 NOI DAY

Ly thuyét xac suat va thdng ké toan hoc la mét nganh khoa hoc
dang giu vi tri quan trong trong cac linh vuc (ng dung réng rai va
phong phi cla ddi séng con ngudi. Cing v8i su phéat trién manh mé
cta khoa hoc va cng nghé&, nhu cdu hiéu biét va sir dung cac coéng
cu ngau nhién trong phan tich va x{r Iy théng tin ngay cang trd nén
d4c biét can thiét. Cac kién thirc va phuong phap clia xac suét va
théng ké da ho trg hiru hiéu cac nha nghién cltu trong nhiéu linh vuc
khoa hoc khac nhau nhu vat ly, héa hoc, sinh y hoc, ndng hoc, kinh
té hoc, xa hoéi hoc, ngén ngif hoc...

Trong mét chuc nam gan day, giao trinh xac suét thdong ké da trd
thanh co sd clia nhiéu nganh hoc trong cac trudng dai hoc va cao ding,
tif d6 xudt hién nhu cau hoc tap va nghién cltu (g dung rat Idn, nhat 1a
dai vai sinh vién cac nganh khoa hoc khdng chuyén vé toan. D& thoa
man yéu cau dé, gido trinh nay cé gang dap (mg doi hoi ciia déng dao
sinh vién nham hiéu biét sau sdc han cac khai niém va phuong phap
tinh xac suat va thong ké dé hoc tap dat hiéu qua cao hon ciing nhu
(g dung mon hoc vao nganh hoc va mdn hoc khac.

Gido trinh xdc sudt théng ké dugc viét cho thdi gian giang day
|a 60 tiét hoc. Do déi tugng sinh vién rat da dang véi trinh d6 toan co
ban khac nhau, ching t6i da ¢d gang tim nhimg cach tiép can don
gian va hop ly, va nhu vay da budc phai bét di phan nao sy chat ché
hinh thifc (vén rat dac trung cho toan hoc) dé giap ban doc tiép can
dé dang hon ban chat xac suat cla cac van dé dat ra va tang cuong
ky nang phan tich, x ly cac tinh huéng, tir 8 dan dan hinh thanh
mot hé thang khai niém kha day da dé di sau gidi quyét cac bai toan
ngay cang phuc tap hon.

Gi&o trinh dugc chia thanh 6 chuong gdm 3 chuong danh cho phan
xac suat va 3 chuong cho phan phan tich thdng ké. Nhimg khai niém va
cdng thirc co ban dugce trinh bay tuong d6i don gian, dé hi€u va dugc



minh hoa bang nhiéu thi du 4p dung. Cac chitng minh khé dugc lugt bét
cb chon loc dé€ gido trinh khéng qua cong kénh, mac di vay cac céng
thre va van dé lién quan déu duge nhac dén day da dé tién khéng chi
cho hoc tap sau hon, ma con ¢o ich cho nhimg ban doc mudn tra cl,
tim t6i phuc vu cho g dung va tinh toan théng ké. Cudi méi chuong cé
mot loat bai tap danh dé ban doc tu gidi nhdm hiéu biét sau sic hon ly
thuyét va rén luyén ky nang thuc hanh.

Hy vong rang giéo trinh ¢ ich cho ban doc xa géan, cac sinh vién,
can bd gidng day d cac trudng dai hoc va cao dang, cac can bd khoa
hoc va kinh t&€ mudn tut hoc va tu nghién clru xac suat thang ké — mén
hoc thudng dugc coi la khé tiép thu. Tac gia cling cadm on moi y kién
gép y dé quyén sach sé ngay cang dudc hoan thién hon dé gép phan
nang cao chat lugng day va hoc mén hoc nay.

Trong l1an tai ban nay tai Nha xuat ban Bach Khoa — Ha Néi, mdt sé
16i ché ban da dugc slra chita. Tac gid mdt 18n nira t6 10i cdm on dén
nhimg y ki€n gbp y cla ddng dao ban doc dé cai tién gido trinh trong
|an tai ban tiép theo.

TAC GIA



Chuong |
SU KIEN NGAU NHIEN VA PHEP TiNH XAC SUAT

§1. KHAI NIEM MO PAU

1.1. Su kién ngau nhién

Khai niém thuong gip trong 1y thuyét xac suit la su kién
(ma khéng thé dinh nghia chat ché). Su kién dude hiéu nhu la
mot sy viée, mot hién tudgng nao dé ctia cudc sdng tu nhién va
x& hol.

Khi thuc hién mét tap hop didu kién xac dinh, néi tat 1a bd
didu kién. goi 1a mot phép th, c6 thé c6 nhidu két cuc khac nhau.

Thi du 1.1. Gieo mot con xuc sdc dong chat trén mot mat
phang (phép thi). Phép thi nay cé 6 két cuc 1a: xuit hién mat
1, mét 2,..., mat 6 chdm. Mdi két cuc nay ciing véi cac két qua
phdc tap hon nhu: xudt hién mét cé s6 chdm chan, mét cé so
cham bdi 3, déu ¢ thé coi l1a cac su kién. '

Nhu vay két cuc caa mot phép thu 1a mét trudng hop riéng
cua su kién. D& cho tién 1gi sau nay, ta ky hiéu su kién bang
cac chit cai in hoa A, B, C, ... Su kién dudc goi 1a tdt yéu, néu
n6 chic chin xay ra, va duge goi 1a bdt khd, néu né khéng thé
xay ra khi thuc hién phép thi. Con néu sy kién cé thé xay ra
ho&c khong sé dudce goi 1a su kién ngau nhién. T d6, theo mot
nghia nio d6, c6 thé coi cac su kién tat yéu, ky hiéu 1a U, va
bat kha, ky hiéu 1a V. nhu cac truong hdp riéng cua sy kién
ngau nhién. Thi du, dudi nhiing diéu kién xac dinh, nudc déng
bang & 0°C 12 su kién tit y&u; khi gieo mét con xuc xac, viée
xuft hién mat bay cham 1a su kién bat kha...



D& md td mot phép thit ngudi ta xac dinh tap hgp cac két
cuc c6 thé c6. Tap hop tat ca cac két cuc cia mdt phép thu
(dudc goi 1a cac s kién so cdp, ky hiéu 14 @) tao thanh khéng
gian cac su kién so cdp, ky hiéu 14 Q = {w, { € I}, I 1a tap chi
s8, ¢6 thé v6 han (d€m dude hoic khéng d&m dugc). D& thay
trong thi du 1.1, néu ky hiéu A; — sy kién xuét hién mit i
chim (i = 1,6) thi Q ={A,, A,, A;, A,, A, A = {4,,i= 1,6}.

Trong nhiéu hién tugng hang loat khi thuc hién nhiéu lan
cung mot phép thi, ta thay tan suat xudt hién mot su kién A
nao dé chénh léch khong nhiéu so v4i mét sé dac trung cho
kha nang xuat hién A. S8 d6 dudc goi 1 xde sudt xuit hién A
va dude ky hiéu 1a P(A). Nhu vay néu viét P(A) = p ¢6 nghia la
xac suat xay.ra su kién A 1a bang p.

Mbt cau hdi tu nhién 1a. Do dau c6 su kién ngiu nhién? Va
chiing ta c¢6 thé nhan biét dudge ching khong? Thuc ra mbi sy
kién déu xay ra theo quy luat nao do; song do diéu kién thiéu
tri thdc, théng tin va phuong tién can thiét (ca vé kinh phi,
thiét bi 1an thoi gian) nén ta khong cé kha ning nhan thic day
da vé su kién dé. Van dé cang trd nén khé khan hon khi chi
can c6 mét su thay doi bat ngd du rat nho caa bo diéu kién da
lam thay d6i két cuc cla phép thi. Cho nén bai toan xac dinh
ban chat xac sudt cia mot sy kién bat ky trong moét phép thi
tiy ¥ 12 khong thé giai duge.

1.2. Phép toan va quan hé cua cac su kién

Vé mit toan hoc, viéc nghién ciu quan hé va phép toan
trén tap cac su kién cho phép ta xac dinh ching thue chat hon.

(i) Téng cia A va B, ky hiéu 1a A + B, chi su kién khi c6
xudt hién it nhat mot trong hai su kién trén.

(11) Tich cua A va B, ky hiéu 1a AB, chi su kién khi ¢6 xuat
hién déng thaoi ca hai su kién trén.



(iii) Péi lgp cua A, ky hiéu 12 A, chi sy kién khéng xuit

hién A. R& rang d6i lap c6 tinh tuong hd A =AvaA+ A =U,
AA=V, U=V.

(iv) Xung khdc: hai su kién A va B dude goi 1a xung khéc
néu ching khong thé déng thai xay ra, ticlAa AB=V.

(v) Kéo theo, ky hiéu A = B, chil néu xuit hién A thi xuit
hién B,

(vi) Tuong duong, ky hiéu A = B, chi viéc néu xuit hién A thi
xuat hién B va ngudc lai.

(vil) Hiéu cua A va B, ky hiéu A — B (ho#c A\B), chi su kién
xuit hién A nhung khéng xu4t hién B, tic1a A - B = AB.

Cac khai niém cho thay tinh d6i lap, téng, tich va hiéu cua
hai kién tuong tng vdi bu, hgp, glao va hiéu cua hai tap hap.
Nhu vay c6 thé st dung cac tinh chit ctia cac phép toan trén tap:
hgp cho cac phép toan trén su kién, chidng han dung so d6 Ven
trong thi du sau day.

Thi du 1.2. Ky hiéu U 1a tap vi tru, V 1a tap & (rong). Khi
d6 A va B sé la cac tap con cua U va cac phép toan trén A va B
¢6 thé minh hoa bing so d6 Ven (xem hinh 1.1).

U // OO

Tap v tru Déi1 lap A 4, B xung
khéc (AB = )
U u U
7//3MKCD
Kéo theoA = B Tong A + B Tich AB
Hinh 1.1



Tu d6, dé dang chi ra cac cong thic sau:

A+B=B+A, AB = BA (giao hoan);

A+B+C)=@A+B)+C,ABC) = (AB)C (két hdp);

A(B + C)=.AB + AC (phén phoi);

A+U=UA+V=AA+A=A;

AU=AAV=V, AA = A.

Thi du 1.3. Chon tit mot 16 hang ra 5 san pham va ta quan
tdm dén s6 phé& pham trong 5 san pham dé (phép thu).

a) Xac dinh cac sy kién so cép.

b) Biéu dién cac sy kién sau theo cac sy kién sd clp: ¢6
nhiéu nhit 1 phé& pham; ¢6 khong qua 4 phé& pham, ¢ it

nhit 1 ph& pham.

Gidi. a) Ky hiéu A, — trong 5 san pham c6 i ph& phiam. R5-
rangi= 0,5 vaQ={A,, A, A,, A, A, A}

b) Goi A, B va C la cac su kién tudng iing. D& dang biéu
difnA=A,+A,B=A,+A +A,+A,+A,= A, C=A, +A,+

Ay + A+ A= A,

Thi du 1.4. Cho so d6 mang dién trén hinh 1.2 gébm 3 béng
dén. Viéc mang mé4t dién (su kién A) chi c6 thé xay ra do chay
cac bong dén €ky hiéu la A, A,, A,). Hay biéu dién A theo cac

A i=1,2,3).
Giai. A xuit hién khi xay @
ra mdt trong 3 trudng hgp: | . L .
(1) ca ba béng chay, 2 3
(if) chéy hai bong 1 va 2, e
(1) chay hai béong 1 va 3. Hinh 1.2

TadotacoA=AAA; + AAA + AAA,.



C6 thé dung tinh chit cia mang song song va néi tiép dé c¢b
mdt biéu dién khac gon hon:

A=A/A, +A),)

Trong nhiéu bai tap, viéc xac dinh s6 lugng cac su kién sa
cap dua dén si dung cac két qua caa ly thuyét t6 hop.

1.3. Giai tich két hgp

Viéc dém sd cac két cuc ciia mot phép thi dua vao mbd
hinh: chon ha hoa ra k& phan tu ti n phan tu cho trudec. Néu
phan biét thu tu cac phan ti chon ra, ta ¢6 khai niém chinh
hdp; néu thit tu khéng phan biét, ta ¢6 to hgp.

(1) Chinh hop: chinh hdp chap &k tit n 1a mdt nhom ¢6 thi tu
gém k phan ti 18y ti n da cho. D6 chinh 1a moét nhém gbm k
phan tu khac nhau dudc xép theo thit tu nhit dinh. S& cac
chinh hdp nhu vay, ky hiéu la (k <n).

n!
(n-k)!

(i1) Chinh hop lap: chinh hop 1ap chap k ti n 14 mdt nhém
c6 thit tu gdm £ phén ti c6 thé gidhg nhau 14y tit n da cho. D6
chinh 12 mét nhém gdm £ phan tit ¢6 thé lip lai va duge xép
theo thi tu nhat dinh. S8 cac chinh hgp l&p nhu vay, ky hiéu la

A: =nn-D..(n-k+1)= (1.1)

~k
An = n—k. (1‘2)
(iii) Hodn vi: hoan vi cia n 12 mdét nhém gdém n phan ti
dude sidp x€p theo mot thu tu nao do. R6 rang sb cac hoan vi
nhu vay, ky hiéu la P,, chinh 1a 6 cac chinh hgp A} va

P, =n! (1.3)

(ivt T6 hop: t6 hap chap k tit n 14 mdt nhém (khong phan
biét 1+t tu) gdbm k phan tit khac nhau lay tit n da cho. S6 céc
t6 hop rnhu vay, ky hiéu la (8 <n) |



Ok = A - n! .
k! Rli(n-k)!

Thi du 1.5. Cho mét tap hgp gdm 3 phén ti {a, b, c}. C6 thée
tao ra bao nhiéu nhém gom 2 phan tu chon tit tap trén?

Gidi:

(i) Néu ta dé ¢ dén thi tu cac phan td va mbi phan ti chi
dugc chon mét lan, s6 nhém thu duge sé 1a A2 = 3.2 = 6; d6 1a
{a, b}; {b, a}; {a, c}; {c, a}; {b, c}, {c, b}.

(ii) Néu van dé y dén thi tu, nhung mdi phan ti dudc chon
nhiéu lan, s6 nhém thu dude tré thanh K; =32=9; d6 la:

{a, b}; {b, a}; {a, c}; {c, a}; {b, ¢}, {c, b}; {a, a}; {6, b}; {c, cf.

(ii)) Néu khéng @€ y dén thi tu cac phan ti va ching chi
dudc chon mét 1an, sd nhém thu duge trd thanh C; =3; 46 1a

{a, b}; {a, c}; {b, c}.

Thi du 1.6. Mbt 16p phai hoc 6 mdn trong hoc ky, méi ngay
hoc 3 mén. Hdi cé6 bao nhiéu cach xép thoi khéa biéu trong
1 ngay?

(1.4)

Gidi. S6 cach x&p can tim chinh 1a sé cach ghép 3 mén tu 6
moén, trong d6 cac cach ghép sé khac nhau néu c6 it nhat mot
moén khac nhau hodc thi tu mén khac nhau. Ti d6 theo (1.1)
ta ¢6 s6 cach can tim la A; = 6.5.4 = 120.

Thi du 1.7. C6 thé danh sb dugc bao nhidu xe néu chi diung 3
con s6 t 1 dén 5?

Giai. Mdi sd thit tu cia mot xe dé thay 1a chinh hop lap chap
3 ti1 5. T d6 theo (1.2) ta c6 s6 lugng xe dude danh s6 sé 13

A, =5%=125.

Thi du 1.8. C6 bao nhiéu cach lap mot hdi déng gbm 3 ngusi
chon trong s6 8 nguoi?
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Giai. Hoi dong 12 mdt nhém 3 nguoi 14y tir 8 ngudi, do d6
theo (1.4) s& c6 C; = 8Y/(3!5!) = 56 cach lap.

Cubi cing, dé ¥ 1a ta da rat quen thudce véi khai niém t3 hgp
dudc dung trong cdng thic nhi thic Niu-ton

(x+a)* =C’x" +C'x"'a+...+Cix"*a* + ...+ C'a".
Tit d6 c6 thé dé& dang chitng minh (déy C° =C" =1)
k n-k k -
C:=Cr* C:=CH +C: .

§2. CAC DINH NGHIA CUA XAC SUAT

2.1. Binh nghia cé dién

Trong muc nay ta lam viéc véi cac phép thi cé két cuc
dong kha ndng. Khai niem dong kha nang déng vai trd chua
dao va khé c6 thé dinh nghia mét cach hinh thie. Xét thi du
don gian sau day:

Thi du 2.1. Trong mot hdp c6 n vién bi gidng nhau vé kich
¢ va chi khac nhau vé mau sic, trong d6 c6 m bi trdng va n —
m bi do. Rut hu hoa ra mot vién bi (phép thi). Do s6 vién bi la
n nén tong sb cac k&t cuc khac nhau sé 1a n, va vi tinh giéng
nhau ctta ching nén méi vién bi ¢é cung kha ning duge rit.
Bay gid néu goi A 1a su kién rdt dude bi trdng thi trong s6 n
két cuc dong kha nang c6 m két cuc thuan lgi cho A. Vi vay
truc giac cho thay nén chon ty s6 m/n lam x&c sudt cha viéc
xuét hién A.

Dinh nghia. Cho mét phép thu véi n két cuc dong kha
ning, trong d6 ¢6 m két cuc thuan lgi cho A, khi d6

p(A) =™ _ 80 két cuc thuan lgi cho A

n tong s6 két cuc cb thé

(2.1)
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Dinh nghia trén dude goi 1a dinh nghia cé dién cua xac
suat. Cach tinh xac suéit theo (2.1) ¢6 uu diém 1a tudng d6i don
gian va tryc quan, tuy nhién pham vi ap dung rat han ché chi
cho cac loai phép thit gédm hitu han két cuc dong kha nang.
Trong tinh toan thudng sit dung cac két qua (1.1) - (1.4).

Thi du 2.2. Gieo d6ng thdi 2 con xtc sdc giong nhau. Tinh
x4c suit dé téng s cham thu dudc bang 6.

Gidi. Phép thu c6 6.6 = 36 két cuc (su kién so cdp) khac
nhau déng kha ning. Goi A 12 su kién “tong s6 chdm bang 6,
thi c6 tat ca 5 két cuc thuan 1gi cho A 1a {1,5}, {2,4}, {3,3}, {4,2}
va {5,1} (s6 thit nhat chi sd chdm cta con xtc sic 1, s thd 2 —
s6 ch&m cta con xic sic 2). Vay P(A) = 5/36.

Thi du 2.3. Trong hdp c6 4 vién bi trdng va 6 vién bi dd cing
kich ¢3. Rit hid hoa ra 2 bi, tinh cac xéc suét dé trong do cb:

a) hai vién tring;

b) it nhat 1 vién do;

¢) vién thit hai do.

Gidi. Ta dung dinh nghia ¢d dién & trén.

a) Téng s§ cach dé rit ra 2 bi ¢6 quan tam dén tha tu 1a
A2 =10.9= 90, trong d6 s cach thuan 1gi cho A - rit dugce 2
bi tring — 14 A? = 4.3 = 12; vay xac suit cin tim P(A) = 12/90
= 2/15. C6 thé st dung khai niém t8 hop dé tinh xac suét: tong
s& cach 14y ra 2 bi tit 10 vién bi 1a C?, (khéng quan tdm dén
thit ty), trong d6 dé rit ra 2 bi trdng c6 C? cach. Tt d6 ta cb
cung két qua nhu trén. |

b) C6 thé tinh truc ti€p xac sudt ciia B — su kién rut
duge it nhat 1 bi 4o (tic 1a hodc duge 1 hodc ca 2 bi d6). Dé
thdy sy kién d6i lap B — ca 2 bi déu tring — d3 c6 xac suit
hién bing 2/15. T &6 P(B) = 1 — P(B) = 13/15 (xem tinh
chit cua xac suéit ngay dudi day).
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c) Goi C la sy kién vién bi thd hai mau d&6. S6 cach
thuan 1gi cho C bao gém (c6 quan tdm dén tha tu): 6.5 = 30
cach d61 véi truong hop vién bi ddu mau dd va 4.6 = 24 cach
dé1 véi truong hop bi ddu mau trang. Tu dé6 P(C) = (30 +
24)/90 = 3/5. C6 thé 1y luan don gian hon nhu sau: do vién bi
dau khdéng biét mau sic nén thong tin vé ty 1é mau khéng
thay doi véi vién bi thi hai. Vay sy kién C sé c6 cling xac
sudt v6i viéc rat hda hoa ra 1 bi d6 tit hop 10 vién ban dau va
xac sudt cua sy kién d6 rat dé tinh 14 6/10 = 3/5.

Dung cong thic (2.1) dé dang ching minh cac tinh chat
sau day cua xac suidt (dung cho ca cac truong hop dinh
nghia khac):

(1) 1> PA) > 0;

() P(U)=1; P(V) =0

(iii) Néu A, B xung khéc thi P(A + B) = P(A) + P(B);

(iv) P(A) = 1 - P(A);

(v) Néu A = B thi P(A) < P(B).

Dé khéic phuc han ché cta (2.1) chi 4p dung cho cac phép
thit ¢c6 htu han k&t cuc, nguoi ta dua ra dinh nghia hinh hoc
cua xac sudt. Gai su tap hgp (vd6 han) cac két cuc dong kha
ning cua mdot phép thi c¢d thé biéu thi bdi mdt mién hinh
hoc G (ching han doan thing, mét mién mit cong hoic khéi
khéng gian...), con tap cac két cuc thuan 1¢i cho A bdi mot
mién con nao dé6 S < G. Sé rit hgp 1y néu ta dinh nghia xac
sudt bang ty s6 d6 do cia S véi G (phu thude vao S va G ma
dd do c6 thé la d6 dai, dién tich hodc thé tich...). Nhu vay ta
¢ P(A) bang xac suat dé diém’gieo roi vao S, véi gia thiét né
¢5 thé roi ddng kha nang vao cac diém ctia G va
d6 do S

P(A) = ———.
do6 do G

2.2)
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Khai niém “roi dong kha nang vao G” c6 nghia 1a diém gieo c¢6
thé roi vao bit ky diém nao cia G va xac sudt dé né rdi vao
mot mién con nao d§ cha G ty 1& véi d6 do cia mién Ay, ma
khéng phu thudc vao vi tri va hinh dang cia mién.

Thi du 2.4. Pudng day dién thoai ngadm ndi mét tong dai
v6i mot tram dai 1km. Tinh xac sudt dé day dat tai ndi cach
tdng dai khéng qua 100m.

Giai. R6 rang néu day dién thoai déng chat, kha nang né
bi ddt tai mot diém bat ky 1a nhu nhau, nén tap hgp cac két
cuc déng kha ning cé thé biéu thi bing doan théng ndi tdng
dai véi tram. Cac két cuc thuan lgi cho A — sy kién ché diit
cach téng dai khong qua 100m — duge biéu thi bing doan
thang c6 46 dai 100m. T 46 theo (2.2) P(A) = 100/1000 = 0,1.

Mot s6 bai toan thuc t& khac ¢6 thé dua vé mé hinh dang
trén. Chi ¥ riang theo cach dinh nghia nay thi su kién c6 xac
suit bing 0 vAn c6 thé xay ra (chdng han mii tén bin tring
mot diém cho trude...). Tinh chit nay rat dac trung cho cac
bién ngau nhién lién tuc sé nghién cu ¢ chuong II.

2.2. Dinh nghia thong ké

Diéu kién dong kha ning cta cac két cuc modt phép thu
khong phai lic nao ciing dudc bao dam. Cé nhiéu hién tugng
xay ra khong theo cac yéu ciu cua dinh nghia ¢d dién, ching
han khi tinh xac sudt mot dda tré sip sinh 1a con trai, ngay
mali tréi mua vao lic chinh ngo, v.v...

Cé6 mot cach khac dé xac dinh xac suit cia mot sy kién. Gia
su tién hanh mot loat n, phép thi cung loai, néu su kién A ndo
d6 xudt hién trong m, phép thu thi ta goi m,/n, 12 tan suit xuat
hién A trong loat phép thi da cho. Tudng tu vdi loai phép thu
thd hai, thd ba... ta cé cac tan suit tuong Ung mi/n,, myn,,...
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Trén co s6 quan sat lau dai cac thi nghiém khac nhau nguoi ta
nhan thay tdn suit xuit hién mét su kién c¢é tinh 6n dinh,
thay d61 rat it trong cic loat phép thit khac nhau va dao dong
xung quanh mdt hang s xac dinh. Su khac biét d6 cang it khi
s6 phép thi tang nhiéu lén. Hon niia d6i véi cac phép thi xét &
muc 2.1 hing s& xac dinh d6 tring véi xac suit theo dinh
nghia ¢b dién. Dac tinh 6n dinh cta tin suit khi s6 phép thi
tang lén kha 16n cho phép ta dinh nghia xac suit cua su kién
14 tri s6 6n dinh d6 cta tin suit xuit hién su kién. Nhung do
hiang s6 d6 chua biét, nén nguoi ta 14y ngay tin suat khi sd
phép thu di 1én lam xac sudt cia su kién. Cach hiéu nhu vay
dudce goi la dinh nghia théng ké cua xac sudt.

Nhu vay xac suat & day 12 mot gia tri gin ding va nhiéu
ngudi cho réang d6 khéng phai 1a mét dinh nghia that su. Tuy
nhién, trong nhiéu nganh khoa hoc thuc nghiém xac sudt dudc
xac dinh theo cach nay dat 46 chinh xac kha 16n va rat phu
hap v4i thuc t& cing nhu véi tinh toan 1y thuyét, nhiéu khi sai
s6 pham phai bé hon nhiéu so vé6i sai s6 do cua thi nghiém. Vi
thé dinh nghia théng ké van dugc thita nhan rong rai va rat cé
v nghia. Ta c6 thé dinh nghia chat ché hon vé mat toan hoc nhu
sau: xac suat cua sy kién l1a giéi han ctia tan suét xuit hién su
kién d6 khi s6 phép thu ting vo6 han. Su hgp ly cua dinh nghia
dude minh ching khong chi biang thuc nghiém ma ca bang ly
thuyé&t (sau nay ta sé thay ro trong luat sé 16n Béc-nu-li).

C6 nhiéu thi du minh hoa tinh 6n dinh cta tin suét khi s6
phép thit kha 16n. Ta ¢d thé tham khao dudi day cac tdn suit
xudt hién mait sap khi gieo mdt dong tién nhiéu lan:

Ngudi thi nghiém S6'lan gieo Sé lan sdp Tan sudt

Buyt-phong 4040 2048 0,5080
Piéc-xon 12000 6019 0,5016
Pi€c-xon 24000 12012 0,5005
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Mat thi du khac: ¢6 thé cho rdng xac sudt phan rd cia mot
nguyén ti Ra*?° sau 100 nam 1a 0,04184 (v8i d6 chinh xac tdi 5
chit s6 sau ddu phay); 6 day s6 lugng nguyén td tham gia thi
nghiém rat 16n (cd 10 — 10%%).

C6 thé kiém tra duge ring xac suit dinh nghia theo thong
ké thoa man cac tinh chat trinh bay ¢ muc trude. Chu v 1a
trong dinh nghia phai c¢6 diéu kién céc phép thu lap la: nhu
nhau, diéu nay trén thuc té khéng dé bao dam nén tan sudt cé
thé phu thudc vao thdi gian. Mic du vay phuong phap xac
dinh x4c suat theo tan suéit c6 pham vi ing dung rit 16n trong
nhiéu nganh khoa hoc va ky thuat. Mat khéc, diém xudt phat
dé xay dung 1§y thuyét xac sudt rnhu la mét khoa hoc ciing
chinh 1a viéc quan sat tinh én dinh thong ké cta cac tan suit
cia vO van cac hién tugng thuc té&. Tir d6 dé hiéu vi sao c6 thé
dinh nghia ly thuyét xac suit nhu 14 mét khoa hoc nghién citu
cac md hinh toén hoc cua cac hién tuong ngdu nhién cé tiuy
suat 6n dinh.

2.3. Dinh nghia tién dé

Céac dinh nghia ¢4 dién va théng ké cia xac sudt ¢6 nhiéu
han ché dé xay dung mét 1y thuyét téng quat. Khai niém cd
dién khong dung dugc trong trudng hgp khéng thé xay dung
mot hé thong ddy da céc su kién ddng kha nang. Trong khi dé,
tdn sudt chi 1a mot gia tri x4p xi @€ danh gia xac suit, chua ké
do1 hoi 14 s6 quan sat phai rat 16n va gia tri tan suat tim duge
phai 16n hon rnhiéu sai s6 do va ca sail sé tinh toan.

Chiing ta bat dau tir hé théng cac tién dé dudi dang do
Kon-md-gd-rop phat bidu. Cac tidn dé d6 (gidng nhu cac tién dé
toan hoc khac) duge thita nhan 1a ding dén, tat nhién can cit
vao kinh nghiém cudc song va hoat ddng thuc tién. Cach tiép
can nay lién hé chat ché 1y thuyét xac sudt véi ly thuyér ham
s6 va tap hgp. Cach xac dinh xéc suit theo tién dé sé chixz
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trong né cac dinh nghia c8 dién va théng ké cua xac suit nhu
la cac truong hgp riéng.

Ta quay trd lai khéng gian céc su kién sd cdp Q (xem §1),
con ban than cac phan ti 14 gi khéng quan trong. Tiép theo
xac dinh hé théng o cac tap hdp con cta ©, cac phan tl cua of
dude goi 1a cac su kién ngau nhién. Ta dat cho o cac yéu céu
hgp 1y sau:

(1) <# chuda Q.

(i) NSuAvaB e Athi A, B,A+B,AB € .

Hé théng 4 thoa man cac diéu kién trén dude goi la dai s6
Bun. Néu ta yéu cau thém

(i) N&u A, A,. ..., A,. ... 1a cAc phén ti cla 4, thi tdng va
tichvbhan A, +A,+ ... +A, + .. AA, .. A,.. cing thubc 2
Néu «# thoa man thém diéu kién (iii) ta c6 mdt truong Bé-ren,
hay o—dai s6.

Bay gid ta da c6 thé dinh nghia xéc suit:

Dinh nghia. Ta goi x4c suit trén (Q, ) la mdt ham s8
xac dinh trén «# 6 gia tri trong [0; 1] va théa man 3 tién dé

(T)) P(Q) =1,

(T,) P(A + B) = P(A) + P(B) (A, B xung khic);

(T;) Néu day {A,} co tinh chat A, = A, Vi<jva

AA,..A,... =V, thi P4,) ———0.

Xudt phat tu hé tién dé trén c6 thé chling minh dugc cac tinh
chit ctia xac suat da trinh bay 4 §1, hodc chinh ching da 1a cac
tinh chat d6 (tién dé 1 va 2). Chu y rdng hé tién dé nay chua
ddy dl: ting véi mot tap Q c6 thé chon xac suit theo nhiéu
cach khac nhau. Ngudi ta c6 thé thay tién dé 2 va 3 bing mét
tién dé c6 tén l1a tién dé cong mo rong:
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(T,) Néu day {A,} c6 tinh chat xung khac tiung d61 va
A= ZAn € oA thi
n=1

P(A) = P@A,) + P@A) + ... PA) + ... = 3 P(A).

Dé két luan, c¢6 thé noi rang cach dinh nghia xac suét ¢
day nhin tit quan diém cuaa ly thuyét tap hgp chinh 1a su dua
vao ciing véi Q mot dd do khdng am, truc chuén, cdng tinh, xac
dinh cho moi phan ti ctia tap «4. Nhu vay khi dinh nghia xac
suat ching ta phai cé6 khong chi tap Q cac su kién s cdp ban
dau, ma con phai cé tap cac su kién ngiu nhién o va ham s P
xéac dinh trén d6. T6 hop {Q, 2 , P} sau nay thudng duge goi 1a
khéng gian xdc sudt. -

§3. XAC SUAT cO DPIEU KIEN

3.1. Khai niém

Thuc ra moi xac suat P(A) déu 1a cé diéu kién, vi su kién A
xay ra khi thuc hién mdt bd diéu kién xac dinh. Tuy nhién,
néu ngoai bd didu kién d6 ra con c¢6 thém diéu kién khac thé
hién bﬁpg viéc xudt hién B nao d6, thi ngudi ta dua ra mot
khai niém mdi: xde sudt cé diéu kién cia A biét rang dd xdy ra
B, ky hiéu 1a P(4 | B). Bing truc giac ta ciing thay ring khi c6
B v61 P(B) > 0 thi néi chung “kha ning” xudt hién A ciing thay
ddi; dac biét néu AB = V kha ning d6 triét tiéu, con néu B = A
thi kha néng tré thanh tat yéu. Vay 13, véi diéu kién da cé B,
ngudi ta xac dinh mét cach ty nhién kha nang xuit hién A nao
d6 bang mét sb ty 1é véi P(AB), tic 1a s6 ¢6 dang kP(AB), k > 0.
D& xac dinh hiing s6 & d6, do P(A | B) = kP(AB) 1a mdt x4c sudt
vatachon A =B, P(B|B) = 1, nén kP(B) = 1. Tt d6
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he—t
P(B)

Pinh nghia 1. Gia su trong mét phép thu ta ¢6 P(B) > 0.
Khi dé xac suit c6 diéu kién cua su kién A nao d6, biét rang da
c6 B, sé& 12 mot s& khéng Am, ky hidu la:
P(AB)

P(B) -

Dé ¢ ring néi chung P(A) = P(A|B). Ngoai ra xac suit cé
diéu kién c6 moi tinh chat ciia mét xac suit binh thudng.

" P(A|B) =

(3.1)

Thi du 3.1. Gieo 2 con xtic sic giong nhau. Tinh x4c suét
dé ta c6 tong sO chdm thu duge bing 6, biét rang téng d6 la
mot sd chan. .

Giai. Ta da biét P(A) = 5/36 (xem thi du 2.2, A 1a su kién
xudt hién tong cham bang 6). Néu ky hiéu B 1a su kién xuat
hién téng cham chan, thi diéu kién dé tinh P(A | B) di thay déi,
tong s6 chan chi tudng tng véi 18 két cuc cua phép thi gieo 2
con xtc sée. Tt d6 P(A | B) = 5/18.

Thi du 3.2. Rat tu bd bai ta 16 kho 52 con lan lugt ra 2 con
hai. Tim xac suAt dé con thi hai lit at, biét rang con thi nhat
da la at.

Gigi. Dé thay néu ky hiéu A; 1a su kién con thi ; 1a at
¢t =1,2), thi P(A, |A1) = % = 11—7, tuong duong véi1 viéc do da cbd
A, viéc tinh xac suat su kién A, dua vé tinh trong truong hop
chi con 51 con bai véi 3 con at trong d6.

Pinh nghia 2. Ta nét rang A va B ddc ldp (thong ké), néu

P(A|B) = P(A) hoic P(B|A) = P(B). (3.2)

Nhu vay néu A, B doc lap viée xuit hién su kién nay khong
lam thay d6i xac sudt cua su kién kia. Tuy nhién viéc kiém tra
tinh chat (3.2) trong thuc tién rat khé khin va trong nhiéu
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trudng hop 1a khéng thé. Vi vay dua vao thuc t& va truc gic
ma ta thita nhan cac su kién d6c 1ap trong cac bai tap sau nay.
Cbéng thic tuong duong cua (3.2), ¢6 dé y dén (3.1) la:
P(AB) = P(A)P(B). (3.3)
Dinh nghia 3. Ta néi b su kién A, A,, ..., A, déc lgp (hay
dée lap trong téng thé) néu

P(A A, .. A )=P(A)P(A,)... P(A) (3.4)
v6i moi day (i, ..., iy) g0m céc s6 nguyén khac nhau 14y tir {1, 2,

veey N},
Thi dy 3.3. Gieo hai 1an mot dong tién va ta c6 4 két cuc
ddng kha ning (S — ky hiéu mat sap, N — mat ngia)
Q=14{S8S8, SN, NS, NN},
Ro rang cacsu kien A =88+ SN, B=8SS + NS, C=8S + NN

la dbc lap tung d61 do P(A) = P(B) = P(() = %; con PARB) =

PAC) = P(BC) = -i- thoa man (3.3). Tuy nhién ching khéng

ddc 1ap trong téng thé do
1

P(ABC) = % + POPBIP(C) = 7.

Nhu vay khong nén nhim lan hai khai niém déc 1ap trong cac
dinh nghia 2 va 3. Khai niém doc 1ap trong tong thé kéo theo
doc lap ting d6i (do (3.3) 1a trudng hop riéng cua (3.4) khi
k = 2), nhung ngudc lai néi chung khéng diung.

3.2. Cong thirc cdng va nhan xac suat
1. Céng thizc nhén xdc sudt
P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A | B). (3.5)

D6 1a hé qua truc tiép suy ra tu (3.1). T (3.5) cé thé dan ru
cac k&t qua quan trong:
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(i) N&u A, B doc 1ap thi P(AB) = P(A)P(B) (xem 3.3)).
(11) Mo rong cho tich n su kién
PAA,..A,) =
= P(A)PA,|A)PA,|AA)..PA,|AA,. A, ). (3.6)
(iii) NéuAA,, ... A, ddc 1ap trong tong thé, thi:

P(ﬁ At}zﬁP(Az.).

2. Cong thite céng xdc sudt
P(A + B)=P(A)+ P(B)- P(AB). (3.7)

Viéc ching minh c¢Ong thic trén khong cé gi qua phic tap
(nhat 1a ti cac tién dé caa muc 2.3). T (3.7) ¢ thé dan ra cac
k&t qua sau:
(i) N&u A, B xung khéc, thi P(A + B) = P(A) + P(B).
(i1) Mo rong cho téng n su kién
P(i’Ai j =3 P(A)-S P(AA)+ Y PAAA)-..
=1 iz1

i<j i<j<k

F 1) PALAL LA, (3.8)
(iii) Néu A4,, A,, ... A, xung khéc ting d61

P[IZ:AJ: ZP(A,.).

Céac c¢ong thice (3.5) — (3.8) cho ta cac cong cu hiéu qua dé
tinh xac suat cac su kién phitc tap qua xac suit cac su kién don
gian hon.

Thi du 3.4. Hai coc bai duge 18y ti mot bd bai td 1o kho, coc
thi nhat gébm 4 con at, coc thit hai gébm 4 con ka. Rut ngéu
nhién ti moéi coc bai ra mdt con bai, tinh cac xac suit dé
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a) ca 2 con la con co,

b) ¢6 it nhat 1 con co.

Ciing cau héi nhu vay nhung thay diéu kién dau bai: tron
coc bai va rit hud hoa tu d6 ra 2 con bai.

Giai. Goi A — con bai thit nhit 14 co, B ~ con bai thit hai 14
co. D& § ring thuat ngit “thd nhat”... chi dé phan biét hai con
bai chit khong @€ chi thi ty nao ca. Trong trudng hdp hai coc
bai riéng ré, dé thay A va B djc lap. T d6

a) Xac suit can tim 12 P(AB), dé y dén (3.3) ta cé:

11 1
P(AB)=P(A)P(B)=—.—=—.
(AB) = P(A)P(B) 11 16
b) Su kién ta quan tdm la A + B, theo (3.7):
1 1 7
P(A+B)=P(A)+P(B)~-P(AB)=—+——-—
(+)()+()()441616

Trudng hgp troén lan hai coc bai thanh mét thi A, B khéng
con déc 1ap nita. Tuy nhién cac xac sudt P(A) va P(B) déu bang
2/8 = 1/4 do vai tro hai quan bai nhu nhau. Tu dé:

a) Dung cong thitce (3.5):

1 1
7 28"

P(AB) = P(A)P(B| A) .%

b) Mot lan nda theo (3.7):
' 1 1 13

P(A+B)=P(A)+ P(B) - P(AB)-Z 1728 " 98

Thi du 3.5. Ba xa tht mdi ngudi bdn mot vién dan véi xac
sudt bén tring cua ting ngudi tudng tng la 0,7; 0,8 va 0,9.
Tinh cac xac suit:

a) ¢6 hai ngudi ban tring,

b) c6 it nhat mét ngudi bén truct.

Gidi. Goi A, 1a sy kién xa tha thit i bin tring (¢ = 1, 2, 3)
va P(A,) =0,7; P(4,) =0,8; P(A;) =0,9.
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a) Néu goi A 12 su kién c6 ding 2 ngudi ban tring thi:
A= AIA)!-A_.'Z +A, ZA:) + Z:AzAa‘

Dung tinh xung khéc clia cac s6 hang va tinh doc 1ap cuaa cac
A;va A; ( #1),tact:

P(A)= P(A,A,A) + P(A, A A) + P(A A A)

= P(A))P(A,)P(A;)+ P(A)P(A,)P(A) + P(A)P(A;)(Ay)
=0,7.0,8.(1-0,9+0,7.(1-0,8.0,9+ (1 -0,7.0,8.0,9
= 0,398.

b) N&u goi B 1a su kién c6 it nhat mét ngudi ban trugt, thi
B la sy kién khong c6 ai bdn trugt hay ca ba déu bén tring.
R rang viéc tinh P(B) dé dang hon nhiéu so véi tinh P(B)
theo cach tryc tiép, tit dé

P(B)=1- P(B) =1-P(A,AA))
=1-0,7.0,8.0,9 =0,496.

Thi du 3.6. Cho mét mach dién gém 4 linh kién nhu hinh
1.3, trong d6 xac suidt hong cua ting linh kién trong ndt
khoang thoi gian nao dé tudng Ung 1a 0,2; 0,1; 0,05 va 0,02.
Tim xac suit dé mang hoat dong t6t trong khoang thdi gian
d6, véi gia thiét 1a cac linh kién 1am viée ddc 1ap v6i nhau va
cac day luén tot.

Gidi. Goi A, 1a su kién linh . é}
kién thit i lam viéc t6t (¢ = 1,4).
Su dung cac tinh ch&t cua mang —®_ 3 —®—
song song va néi tiép, goi A 1a su 1 ® 1
kién mang hoat dong t6t, khi d6
A=A (A, +A)A,. Hinh 1.3

Dé ¥ ring ti gia thiét ddu bai ta ludn c6 A,, A, va A, + A, dd¢
lap, nén:

P(A)=P(A)P(A, + A,)P(A)). (3.9)
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Ta can tinh P(A, + A;), vado A, A, khéng xung khéc, nén

P(A, + A,) = P(A4,) + P(A) - P(A,A,).
Thay vao (3.9), dé ¥ rang P(A,A,) = P(A,)P(A;) va gia thiét cua
d4u bai
P(A) = P(A)[P(A,) + P(Ay) — P(A)P(A3)]P(A,)
=0,8.(0,9 + 0,95 — 0,9.0,95).0,98
= (,78008.
Chid y ring néu ta khai trién A=AAA, +AAA, sau dé
diing cac cong thic (3.6) — (3.7) dé tinh P(A) thi sé phtc tap
hon mot chit, ban doc hay tu giai theo cach nay.

Thi du 3.7. Mot gia dinh ¢6 6 con. Tim xac suat dé gia dinh
d6 c6 sb con trai nhiéu hon sé con gai.

Gidai. Ta chap nhén xac suit sinh con trai bang xac suit
sinh con gai va bang 0,5, ngoai ra két qua mbi lan sinh duge
coi 1& ddc 1ap véi nhau. Goi A 1a su kién s6 con trai nhiéu hon
con gai, khi d6 viéc tinh truc tiép P(A) dua vé xac dinh cac
truong hgp: hodc 6 trai, hodc 5 trai 1 gai, hoic 4 trai 2 gai. Tuy
nhién cé thé dung cach khac. Goi B 1a su kién s6 gai nhiéu hon
trai, con C 1a su kién s6 trai va sd gai nhu nhau. Dé thay

A+B+(C=UvaPA)+PB)+PC)=1.
Do tinh d61 x@ing ctia viéc sinh con trai va con gai, nén P(A) =
P(B), tit d6:

pea) - L=P©)

va ta can phai tinh P(C) — xac suit dé trong gia dinh c¢6 3 con

. " ~ ~ A - -~ a7 1 ~ - Ly
trai, 3 con gai. Mgt truong hgp nhu vay c6 xac suat — va co tat
2

ca C; =20 kha ning khac nhau, ti d6 P(C) = 20/64 = T% va
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5)

P(a)=—18- .

Thi du 3.8. Mot nguoi viét n 1a thu cho n ngudi khéc nhau,
bo ngiu nhién vao n phong bi da c¢6 sdn dia chi. Tim x4c suit
dé c6 it nhat mdt 1a thu boé vao dung phong bi.

Giai. Got A, 1a su kién 1a thu thd ; bo ding phong bi (@ =
1L.n),A-la su kién can tim xac suat, tac6 A=A, +A,+ ... +A,.
Do céac A; khéng xung khic, nén ta ding céng thiic (3.8). Dé thay

Pa)=—="1,

n n!

1 (n~-2)!
n-1 n'
(n-3)!

L
n!

P(AA,)=P(A)P(A]A)=—.
n

P(AA,A,)=P(A)PAIA)PAJIAA) =

-------------

1

P(AA,..A )=P(A)P(AA)..P(AlAA,. A, )= =

Tu d6 theo (3.8)
P(A)=) P(A)-Y P(AA)+ D P(AAA)-..
i=1 i<j i<j<k
+ (-1)""'P(AA,...A,)
(n-1)! (n-2)!
n! n!

(n-3)!
n!

, 1
=C, ~C? +C? -+ (=DM =
n!

. , 2 ” e ~ . 1
Khi n kha 16n xac suat can tim ~1-—.
e
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Thi du 3.9. Tim xac suit dé xuat hién it nhat 1 14n 2 mat
chdm khi gieo n 1an 2 con xuc séc.
Gidi. Xac suit dé trong 1 14n gieo 2 con xic sic ta ¢6 hai

- ~ 1 N ~ ” > w ~* - ~
mét 6 cham sé la 36’ va khong ¢6 hai mit 6 chdm sé la

1 ~ - “ . A “ - N " “ N f
1- 36 Néu dat A 1a su kién can tim, rd rang A la su kién gieo

n 1an 2 con xuc sic ma khéng 14n nao c¢6 2 mit 6 cham. T d6
— 1Y 35
PA)=|1-— a P(A)=1-|—| .
(4) [ 36) va B4 [36J

3.3. Cong thuc Béc-nu-li

Xét mot day n phép thu doc lap gidng nhau, trong méi phép
thi chi cé hai két cuc ho#c xay ra A hodc khéng va PA) = p.
P(A) =1 — p = g khéng phu thudc vao s8 thit tu cta phép thi.
Nhiing bai toan thoa man cic yéu cau trén dudge goi 14 tuin theo
luoc dé Beéc-nu-li va hay gap trong nhiéu linh vuc Gng dung.

Ta quan tim dén xac suit dé trong day n phép thi dbc lap
néi trén sy kién A xuat hién dung % lan, ky hiéu la P, (k). Goi B la
su kién “trong day n phép thit Béc-nu-li sy kién A xuat hién
dung k 14n”, ta thay B c6 thé xay ra theo nhiéu phuong an khac
nhau, mién sao trong day cac két cuc cia n phép thu su kién A ¢6
mat ding & 1an. R& rang B sé 14 téng ctia C* cac phuong 4n nhu
vay. Con xac suat dé xay ra mét phuong an, do trong day n phép
tht doc lap su kién A xuit hién ding % 14n, A xudt hién n — &
1an, nén sé bang p*q™*. Tu d6 ta c6 cong thic Béc-nu-li

P(B)=P (k)=Ctp*q"*, k=0,1,... n. (3.10)

Viéc st dung cdng thic (3.10) sé don gian hon nhiéu viéc
dung cac cong thic (3.5) — (3.8) va vi vay nd ¢6 y nghia thuc
tién rat lén.

Thi du 3.10. Mot thidt bi c6 10 chi tist d&i véi do tin cay
(xac sudt lam viéc tot trong mot khoang thoil gian nao d6) cua
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méi chi tiét 1a 0,9. Tim x4c sudt dé trong khoang thdi gian &y
c6 dung 2 chi tiét lam viéc tot.

Giai. R6 rang ta c6 luge d6 Béc-nu-li, véi n = 10, p = 0,9 va
k = 2, ap dung (3.10) ta c6 xac suit can tim la:

P.o(2) = C2 .(0,9)%.(0,1)" = 3645.10°1°.

Thi du 3.11. Mot bac sy c6 xac suét chita khoi bénh 1a 0,8.
C6 ngudi néi riang cd 10 ngudi dén chita thi c¢6 chic chin 8
nguoi khoi bénh; diéu d6 c6 ding khéng?

Gidi. Cau khing dinh 13 sai. O day cé thé coi viéc chila
bénh cho 10 nguai 1a day 10 phép thu, trong d6 A la su kién
duge chita khoi bénh c6 P(A) = 0,8. T d6 xac sudt dé trong 10
bénh nhan d&n chiia c6 8 ngudi khoi 1a:

P (8)=C".0,8"0,2 ~ 0,3108.

Thi du 3.12. Ty 1é phé& phdm ctia mét 16 hang 1a 1%. Hoéi ¢4
mau can chon ra 1a bao nhiéu (c6 hoan lai) sao cho trong méu
¢ it nha't 1 phé pham véi xac suit 16n hon 0,95?

Giai. Gia st mau chon ra c6 kich ¢d 1a n va viéc chon ra mét
san pham c6 hoan lai 1a mét phép thit Béc-nu-li véi p = 0,01. R
rang xac suit dé trong mau c6 it nhat 1 phé& pham sé la:

1-(1-p)'=1-0.99".
Theo yéu ciau cua dau bai
1-0,99" > 0,95 < 0,05 > 0,99"
log 0,05
n>——""x
log 0,99

Nhiéu khi ta mudn tim xac suét dé trong day n phép thu
Béc-nu-ni sy kién A xuat hién vdi sé lan tu k, dén k,; dé
thdy xac suit can tim, ky hiéu la P, (k,, k,), sé la:

P (k,; ky) = i P.(k) = i C*p*q"*. (3.11)
k=k, k=k,

296.
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Ta c¢6 nhan xét ring khi n va k kha 16n, viéc tinh toan xac
suat theo (3.10) va (3.11) rat céong kénh va khé khin; vi vay
ngudi ta tim cich tinh gAn ding cac xac sudt d6. Co thé su
dung cac cach xép xi sau day:

(1) Néu n rat 16n, trong khi p rat nho, xac suét theo céng
thitc (3.10) 6 thé xap xi bing (x4p xi Poa-xong)

P.(k)~ (”IZ) . (3.12)
(ii) Néu n 16n, nhung p khdng qua bé va qua Ién, ta cé xdp
xi chudn (dinh 1y giéi han dia phuong Moa-vrd — Lap-la-xo)

Py~ ) kTP (3.13)

Jnpq Jnpq’

e 2 12 ham Gao-x0 (xem bang 1).

1
trong dé ¢(x) =
N27
(itl) Néu n 16n, nhung p khoéng qua bé hoic qué 1én thi xac
sudt trong (3.11) c6 thé x&p xi bing (dinh 1y gi6i han tich phan
Moa-vro — Lap-la-x0)
k;—np

Jnpq

I 2 dt 12 ham Lap-la-xo (xem bang 2).

P (k; k)= d(x,)— ¢(x,), X, = ,J=1,2 (3.14)

va trong d6 ¢(x) =

\[—

Thi du 3.13. Xac suit san xuit ra phé’ phim clia mdt may
12 0,005. Tim x4c suidt dé trong 800 san pham cua may d6 cb
ding 3 phé€ pham.

Gidi. R5 rang c6 thé dung x4p xi Poa-xéng theo (3.12), véi
np=4

=(,1954.
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Thi du 3.14. Xac sudt ném tring rd ctia mdt cdu thu la 0,8.
Tim xac suit dé trong 100 lan ciu tha dé:

a) ném trung 75 lan;

b) ném tring khéng it hon 75 lan.

Giai. Viéc tinh theo céng thiic (3.10) hodc (3.11) cua luge
d6 Béc-nu-li sé kha phiec tap. Ta sé tinh x&p xi theo (3.13) va
(3.14):

w( 75-0,8.100 J
100.0,8.0,2 ) of-
Y Fin(1)5 \/\{00 0,802 . :25) = 0,04565.

b) P,yo(75; 100) = ¢(5) + ¢(1,25) = 0,8943.

§4. CONG THUC BAY-ET

4.1. Khai niém nhém day du

Pinh nghia. Nhom cac sy kién A}, A,, ..., A, (n = 2) cua
mét phép thi dudge goi 1a (hay tao thanh) mét nhém day du, néu

(i) AA; =V, Vi #j (xung khac ting dbi),

)A, +A,+...+tA,=U.
Theo dinh nghia nay 6 phép thi dang xét chi c6 thé xuit hién
mét su kién trong s6 n su kién A, ..., A, (vA phai c6 mdt su
kién). Nhém A, ..., A, c6 cic tinh chat trén con duge goi 1a mot
hé thong day da.

Thi du 4.1. Xét phép thi gieo mdt con xuc séc. Néu ky hiéu
A, 1a sy kién xuét hién mat i ch&m ( = 1,6), ta c6 mdt nhém
day 4 {4, i = 1,6}. C6 thé tao thanh nhidu nhém diy da khac
cho phép thit nay, chdng han dit A = A, tir d6 A=A +A,+...
+A;= A, vanhém {A, A} chinhla mét nhém dy da.
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Nhu vay dé thay tap hop tat ca cac sy kién sd cidp tao nén
mdt nhém day du. Tong quat hon tap cac su kién tao nén mot
phan hoach cua khéng gian Q cac su kién sd clp cing la mot
nhém diy du. Tap {4, A}, véi A 1a sy kién tuy ¥y 1a nhém day
dt bé nhit (chi ¢6 2 phan ti). Dé y {U, V} cling tao nén mét
nhém diy du va dude goi 12 nhom day &t tam thuong.

4.2. Cong thic xac suat day da

Gia st ta c6 mdét nhém day du cac su kién A, A, ... A, va
dong thoi xét mdt sy kién H nao d6. Néu da biét cac P(A) va
PHIA), ta c6 thé tinh duge P(H). R rang tut gia thit vé
nhom day du:

H=AH+AH+.+AH=) AH.
=1

Tt d6 P(H) = P(i A,.HJ =3 P(AH) (do xung khic),
=1 i=1
va ap dung c¢ong thic nhan (3.5):
P(H)=Y P(A)P(HIA). (4.1)
i=1

Cong thic (4.1) c6 tén goi la céng thic xdc sudt day du (hay
xdc sudt toan phan).

Thi du 4.2. Mot phan xuong c6 3 may san xuit cung loail
san phdm véi ty 186 ph& pham tuong tng 1%; 0,6% va 0,2%.
Biét ring may I san xuit ra 35%, may 11 — 45% va may III —
20% san pham. Chon hid hoa ra mot san pham, tim xac suét d6
12 phé& pham.

Gigi. Pat M,, M, va M, tuong dng la su kién san phim
chon ra do may I, II va III san xuat. Dé thay {M, i = 1,3} tao
nén moét nhém day da va PM) = 0,35, P(M,) = 0.45:
P(M.) = 0,20. Goi H su kién rit dudge ph&€ pham, ap dung (4.1) dé
y ring PH | M,) = 1%; P(H | M) = 0,5%: P(H| M,) = 0,2%, ta c6
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P(H)=Y P(M)P(H|M,) =

=0,35.1% + 0,45.0,5% + 0,20.0,2% = 0,615%.
Y nghia clla xac suit nay la ty 1é ph& phdm clia phin xudng.
Thi du 4.3. C6 hai hdp 4o, hop I cé 10 4o trong d6 c6 1 phé
pham, hop II ¢6 8 4o trong d6 ¢6 2 phé& pham. Lay hd hoa 1 4o
ti hdp I bo sang hop II, sau d6 ti hop nay chon hi hoa ra 2 4o.
Tim xac suét dé ca 2 4o d6 déu la phé pham.
Gidi. Ta lap nhém diy du dé lam rd thong tin vé chat
lugng chiéc 40 mang tit hop I sang; goi A — 4o d6 1a phé pham,

A — 4o tdt. Dat H la su kién 2 4o cudi chon ra déu la phé&
pham. R rang P(4) = 16 P(A)= %; ta con can tinh P(HlA)
va P(H\ A). Dung dinh nghia xac suét:
P(H|A) = gzz ) 312 ) 112;
= 1 2 1
P(HIA) = CZ 98 36

Tu d6 dung (4.1)

1.9 1 _1

P(H) = P(A)P(H|A) + P(A)P( H|A)—1O TR

4.3. Cong thuc Bay-ét

(Gia sl ta c6 mot nhém day da 4,, A,, ... A,, sau d6 ¢6 thém
s kién H nao d6. Dbi khi ta mudh xac dinh xac sudt P@A; | H), i 1a
modt s6 nao 4o trong {1, 2, ..., n}. Theo coéng thiic nhéan (3.5) ta ¢6

P(AH) = P(A)P(H | A) = P(H)P(A, | H).

31



P(A)P(H|A)

Tit 46 P(A,|H) = B (4.2)
va thay (4.1) vao (4.2)
P(A|H)= nP(Af)P(HtA*‘) . (4.3)

Z P(A)P(H|A)

Coéng thuc (4.3) c6 tén goi la cong thuc Bay-ét. Cac xac sudt
PA), 1 = 1—,—1{, da duge xac dinh tu trude, thuong dudge got 1a
x4c sudt tién nghiém; con cac xac suit P(A,|H), i = 1. n, dude
x4c dinh sau khi da ¢6 két qua thi nghiém nao d6 thé hién qua
sy xuat hién cua H, thuong duge goi 1a xac suit hdu nghiém.
Nhu vay cong thitc Bay-ét cho phép danh gia lai xac suit xay
ra cac A; sau khi da c6 thém théng tin vé& H. Can phai nhan
manh ring néu mudn dung cac céng thiic (4.1) hodc (4.3), nhat
thiét phai c6 nhém day d4. Ngoai ra néu (4.1) cho ta xac suat
khoéng c6 diéu kién, thi (4.3) cho phép tinh xac suit c6 diéu
kién, trong d6 su kién A, can tinh xac sudt phai 12 mdt thanh
vién cua nhém day dua dang xét. Tu d6 thay rang viéc dung
cdng thiic Bay-ét dé tinh xac suit cé diéu kién da ggi ¥ cho ta
cach chon nhém day du sao cho su kién quan tdm phai la
thanh vién. Trong truong hgp khong cé (hoic rat khé xac dinh)
nhém day du, nén dung céng thic (4.2), trong trusng hgp nay
viée tinh P(H) sé khé hon la dung c¢ong thic (4.1).

Thi du 4.4. Mot mach dién gbm 2 b6 phan mac ndi tiép, véi
xac suét lam viéc tét trong mot khoang thoi gian nao d6 cua
m&i b phan 1a 0,95 va 0,98. O mot thdi diém trong khoang
thoi gian trén ngudi ta thdy mach dién nging lam viéc (do bd
phan nao d6 hong); tim xac suat d€ chi bd phan thd hai hong.

Gidi. Do hai b phan méc néi ti€p nén chi cAn mdt bé phan
hong 1a mach ngiung lam viéc. Goi A; (0 = 1, 2) la su kién bd
phan tha i tot; khi d6 ¢6 thé xay ra 4 kha nang khac nhau:
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B, — ca hai bd phan déu tot; B, — bo phan I t6t, IT hong; B, — bd
phan II t6t, I hong; B, — ca hai bd phan déu hong. Dé thay cac
B, i = 0,3, tao nén mdét nhém day da va do tinh déc lap
P(B,) = P(A,A,) = 0,95.0,98 = 0,931
P(B)= P(AA)= 950,02 = 0,019;
P(B;) = P(A44;) = ( 05.0,98 = 0,049;
P(By) = P(A A) = 050,02 = 0,001,
Goi H — su kién mach khéng lam viéc, ta c¢6:
P(H|B,)=0; P(H|B)) = P(H|B,) = P(H|B,) = 1.
Tu d6 theo cong thic Bay-ét (4.3):

p(B. |y - PBIPHIB) _ 0,019
1 -3 =
i=0
_19
69

Dé y réng ta c6 thé dung (4.2) dé tinh P(B,|H). Dé lam diéu
do6 ta viét:
H=AA +AA +AA,

Do tinh xung khéc va déc 1ap cua cac sy kién tuong ting ta
c6 P(H)=P(A)P(A)+P(A)P(A,)+P(A))P(A,)=0,069. Mat
khac B,H = A A, (nhan B, vio cdng thitc cha Hva déy A A,
= V), nén tu s6 cua (4.2) sé 1a 0,019; tit 46 ta cé lai két qua can
tim ma khéng cdn dén nhém day du. Tuy nhién moi khé khan
roi vao viée tinh truc tiép P(H).

Thi du 4.5. Tai mot phong kham chuyén khoa ty 1& nguoi
dén kham c6 bénh 1a 83%. Theo théng ké biét ring néu chin
doan c6 bénh thi ding tdi 90%, con néu chan doan khéng bénh
thi chi dang 80%.
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a) Tinh xac suit chin doan ding.
b) Biét c6 mét trudng hgp chan doan ddng; tim xac suit
ngudi dude chan doan ding c6 bénh.

Gidi. Goi H su kién chidn doan ding, vay H — chin doan
sai; A — nglif_ii c6 bénh, A — ngudi khéng c6é bénh; B — chan
doan bénh, B — chan doan khéng bénh.

a) D€ tinh P(H), ta thi ding cong thic (do A, A — nhém
day du):

P(H)=P(A)P(H|A) + P(A)P(H|A),
tuy nhién P(H|A) — x4c suit dé khi chdn doan ngudi cé6 bénh
thi ding — chua biét (chd ¥ phan biét véi xac sudt chdn doan
c6 bénh thi ding 12 P(H|B). Vi vay ta tim cach dung cong thic
thit hai (do B va B tao ra nhém day du).

P(H)= P(B)P(H|B)+ P(B)P(H|B). (4.4)
Nhung P(B) (va P(B) nita) lai chua biét, tuy nhién ta cé thé
khai thac cong thie:

P(A) = P(B)P(A|B)+ P(B)P(A|B). (4.5)
Theo gia thiét dau bai P(A) = 0,83; ngoai ra dé thay:

PA|B) = P(H|B) = 0,9;

P(A|B)=P(H|B)=1-P(H|B)=1-0,8=0,2.
Tt d6 néu dit PB) =x, P(B) =1 — P(B) = 1 — x va thay tat ca
vao (4.5).

0,83 =0,9x + 0,2(1 —~x) = x = P(B) = 0,9.
Tu d6 thay cac két qua trén vao (4.4)

P(H) =0,9.0,9+0,1.0,8 = 0,89.

b) X4c sudt can tim 1a P(A|H). Ap dung céng thic (4.2):
_ P(A)P(H|A)
PA|H) = o
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Mat khac dua vao y nghia céc su kién va lai dung ti€p (4.2)

P(B)P(A|B)
PA)

PH|A) = P(BIA)_—_-

tu dé thay vao cong thitc trén:

9.

P(B)P(A|B) _0,9.0,9

PAlH) = P(H) 0,89

~(0,91.

BA! TAP

Cho 4 san pham va goi A 1a su kién ¢6 it nhit mot phé
pham, B — ca 4 déu tét. Cho biét ¥ nghia cta cac su kién
sau: A, B, A+B,AB, AB, AB, A+B,A+B, A+ B,AB.
Ching minh c¢ong thic Dd Mobéc-giing:

A+B=AB AB=A+B.
Cé bao nhiéu s6 tu nhién ma méi s6 cé 4 chit s6?
Tim su kién X tit ddng thic X + A+ X+ A =B.
Mbt giai béng da gdbm 16 ddi. Hoi phai td chic bao nhiéu
tran dau, biét ring mdi ddi gip nhau 2 1an?

Cé bao nhiéu cach xép 10 qua béng vao 2 hop?

Cé bao nhiéu s6 dién thoai c6 cac chit s6 khac nhau ¢ mot
tong dai nodi by véi cac sb chi cb 4 chit s6? Cé bao nhiéu s6
dién thoai c6 ding 1 cép s6 trung?

Cé bao nhiéu cach x&p 5 ngudi ngdi quanh mét ban tron
sao cho hai ngudi dinh truéc ngdi canh nhau? Ciing cau
hdi nhu vay nhung thay ban tron bang ban dai.

Mbt 16 hang c6 N san pham trong d6 ¢c6 M phé& pham. Cé bao
nhiéu cach chon ra n san phdm dé trong dé c6 m phé pham?

10. C6 bao nhiéu cach dé 8 ngudi 1&n tAng cia mot tdoa nha cb 4

tang lau?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

36

Xép ngiu nhién moét bd sach gdm 6 tap lén gia sach, tim
xac suit dé bd sach duge xép ding thi tu.

Mot cAu bé ¢6 10 bi, trong d6 c6 6 do va 4 xanh. Mot hom
cau thdy mat mot vién bi, tim xAc sudt dé néu rut hu hoa
ra 1 bi trong s6 con lai thi d6 1a bi do.

Tim x4c xudt dé khi rit hd hoa ra n con bai tit ¢d bai tu lo
kho 52 con thi chung ¢6 gia tri khac nhau (khéng dé y dén
chat).

Mot 16p hoc sinh ¢6 30 sinh vién trong d6 cé 4 gi6i, 8 kha va
10 trung binh. Chon hi hoa ra 3 nguoi, tinh cac xac suét:

a) ca ba déu 1a hoc sinh yéu;

b) ¢6 it nhat mdt hoc sinh gioi;

¢) ¢6 ddng mdt hoc sinh gioi.

Gieo dong thoi 4 déng tién can d61 dong chit, tim cic xac suat:
a) ca 4 mit gidng nhau xuit hién;

b) ¢6 ding 2 mit sap.

Tim xac suat khi chia d61 mét bd tam cic thi mébi phan cé
diing mdt nia la quan 49.

Bé ngau nhién mot thanh gb c¢6 d6 dai ! thanh 3 doan. Tim
xac suit dé ba doan d6 tao duge mot tam giac.

Tim xac suat dé khi 18y hid hoa ra mdt s6 ¢6 hai chit s6 thi
né 1a boi sb cua 2 va 3.

Bai toan Bujt-phéng. Trén maiat phing da ké sdn cac
dudng song song cach déu nhau mét khoang c6 d6 dai 2a
gieo ngiu nhién mét kim dai 2! (I < a). Tinh xac suat dé
chic kim cit mét dudng théng nao do. '

Bai toan Ba-nic. Mot ngudi c¢é trong tai 2 bao diém. mdi
bao ¢6 n que. Mbi khi can diém anh ta rdat ha hoa ra mét
bao. Tim xac suit sao cho ngudi d6 lan dau rat phai bao
rong thi trong bao kia con ding k que (k = 1, 2,..., n).



21.

22.

23.

24.

25.

217.

28.

Xac suat tring dich cia mét 1an bén 12 0,4. Can phai bin
bao nhiéu phat dé xac suit ¢ it nhdt mét vién tring sé ién
hon 0,957

Mot xi nghiép ¢6 3 xe tai véi xac sudt hong trong ngay cua
mbi xe tuong dng 14 0,01; 0,005 va 0,002. Tim xac suat dé
trong ngay:

a) ¢6 2 xe bi hong;

b) ¢6 it nhat mot xe hong.

Xé&p ngiu nhién 10 quyén sich vao 2 ngian kéo. Tinh cac
Xac sult:

a) ngian kéo nao ciing c¢6 sach;

b) ngan kéo thit nhat c6 2 quyén sach va ngan thit hai c6 6
quyén sach. .

Ching minh rdng néu A va B ddc lap thi cac cép su kién
sau ciing doc lap: Ava B, A va B, A va B.

Mot gia dinh ¢6 6 con. Gia st xac suat sinh con trai 1a 0,5,
tinh cac xAc suat dé trong 6 con cé:

a) dung 3 con trai;

b) ¢6 khong qua 3 con trai;

¢) c6 nhiéu nhat 4 con trai.

. Mét xa tht phai bén cho dén khi nao tring thi théi. Tim

xac suit dé anh ta phai bin khéng qua 4 1an, biét rdng xac
suft tring cua mdi lan bén 1a 0,6.

Trong thoi gian c6 dich ¢ 1 ving dan cu ¢t 100 ngudi bi
dich thi ¢6 10 ngudi phai di cAp citu. Xac sudt gap mot
nguoi phai cAp ciiu vi mac bénh dich 6 vung dé la 0,06.
Tim ti 16 méc bénh dich ciia viing dan cu.

Mot céng nhan didng may 1000 dng soi. Xac suat moi ong
bi ditt trong vong mot gid 1a 0,005. Tinh xac suit dé trong
vong 1 gid c¢6: a) 40 6ng soi bi dit; b) khong qua 40 6ng sgi
bi dtt.
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29.

30.

31.

32.

33.
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Ti 1&é hat thuéc 6 mdt vang 14 35%. Theo thong ké biét
rang ty 1é viém hong trong sé ngudi hut thude 1a 60%,
con trong sé khéng hut 14 30%. Kham ngau nhién mot
ngudi thi thdy anh ta bi viém hong; tim x4ac suat d6 1a
ngudoi hut thude. N&u anh ta khong bi viém hong thi xac
sudlt ¢6 bang bao nhiéu?

Mot xa thu ban 4 phat dan véi xac suat bin tring cia méi
vién dan 1a 0,7. Biét rang c6 hai vién triing, tim x4c suit
dé vién thi nhat da tring dich.

Mot phan xudng c6 3 may vdi xac sudt truc tric trong ngay
cua tung may la 0,1; 0,05 va 0,2. Cudi ngay thay c¢6 2 may
truc tric, tinh xac suit d6 1a may thi hai va ba.

Mot ngudi cé 3 chd wa thich nhu nhau dé cau ca. Xac suit
dé cau duge ca mdi 1an tha cdu 4 tung ndi tuong tng 14 0,2;
0,3 va 0,4. Biét rang 6 mdt chd anh ta tha cau 3 lan va chi
cau dudc 1 con ca, tim xac suit dé d6 1a chd thi nhat.

0 mdt bénh vién ty 1& méc bénh A 13 15%. Dé chin doan
xac dinh ngudi ta phai lam phan Gng mién dich, néu khéng
bi bénh thi phan ing duong tinh chi c6 10%. Mat khac biét
rang khi phan tdng 14 dudng tinh thi xac suit bi bénh la
60%.

a) Tinh xac suét phan (ng dudng tinh cua nhém c6 bénh.
b) Tinh xac suit chin doan ding.



Chuong li

BIEN NGAU NHIEN VA
LUAT PHAN PHOI XAC SUAT

§1. KHAI NIEM BIEN NGAU NHIEN

1.1. Khai niéem

Tinh toan bing s6 vén da quen thudc va dé st dung
trong ing dung, nhat 1a c¢6 dung t6i may tinh. Khi nghién
ciu céac sy kién ngau nhién, rat bat tién khi mé ta va lam
tinh v61 cac su kién.

Khai niém bién s6 (dai lugng bién thién) da rat thong dung
trong giai tich todn. Chinh vi thé& ta tim cach dua vao khai
niém bién sé ngau nhién nhu la mét dai lugng phu thude vao
két cuc cia mét phép thit ngau nhién nao dé.

Thi du 1.1. Gieo mdt con xiic sic. N&u ta goi bién ngéau
nhién 1a “s6 chdAm xué4t hién”, ré rang né phu thudc vao két cuc
cua phép thi va nhan cac gia tri nguyén ti 1 dén 6.

Thi du 1.2. Nghién ciu bi€n ngau nhién “nhiét d9” cua
mdt phan tng héa hoc trong mét khoang thai gian nao 6. Ra
rang nhiét d6 dé nhan gia tri trong mdt khoang [¢; T, trong dé
t va T 1a cac nhiét @6 thap nhat va cao nh&t cua phan ing
trong khoang thai gian trén.

V& mit hinh thc, ¢6 thé dinh nghia bién ngau nhién nhu
12 m6t ham s6 ¢6 gia tri thuc xac dinh trén khong gian cac su
kién so cap (sao cho nghich anh cia mét khoang s6 1a mot sy
kién). D& phan biét sau nay ta ki hiéu X, Y,... 1a cac bién ngiu
nhién, con x, y, ... 1& gla tri cia cac bién ngau nhién d6. Nhu
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vay. X mang tinh ngau nhién, con x 12 gia tri cu thé quan sat
duge khi phép thit da tién hanh (trong thong ké dudc goi la thé
hién cua X).

Viéc x4c dinh mét bién nghu nhién bing tap cac gia tri cua
né ro rang la chua du. Budc tiép theo 1a phai xac dinh xac suit
cua ting gia tri hodc ting tap cac gia tri. Vi thé § tiét sau ta s8
phai dung t1 khai niém vé phan phol x4c suit cua bién ngau
nhién X.

1.2. Phan loai

Bién ngau nhién dude goi 1a roi rac, néu tap gia tri cua nod
12 mét tap hitu han hodc vé han dém dugc cac phan ti. Thi du:
s6 diém thi cita mdt hoc sinh, s8 cudc goi dién thoai cua mot
tong dai trong mot don vi thdi gian, sd tai nan giao théng, ...

Bién ngiu nhién duge goi la lién tuc, néu tap gia tri cla
né 1ap kin m3: khoang trén truc s8 (s6 phan tu cia tap gia tri
12 v6 han khéng dém dude theo 1y thuyét s8). Thi du: huyét ap
cua mét bénh nhéan, d6 dai cta chi tiét may, tudi tho cua mét
loai bong dén dién tu, ...

Nhu vay mién gii tri cia mdt bién roi rac sé 14 mot day so
X, X9y woey Xy ... €O thé hitu han hodc vo han. Mién gié tri cia méot
bién lién tuc sé 1a mét doan {a; b) R hoic 1a chinh R = (w0, +w),

§2. LUAT PHAN PHOI XAC SUAT

2.1. Bang phan phdi xac suit va ham xac suat

D41 véi bién ngiu nhién roi rac, moi gia tri cua né dude
gdn véi mot xac suit dic trung cho kha nang bién ngau nhién
nhén gia tri d6 p;= P(X = x;). Nhu vay ta da xac dinh:

Dinh nghia 1. Bang phdn phéi xdc sudt cua bién ngau
nhién X la
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